
稳定图分层

The points in the boundary of the moduli spaces of pointed, nodal curves with 
finite automorphism group.

These curves are called stable curves (or pointed stable curves).

1.1 稳定曲线 (Stable Curves)
定义：设 ﻿ 是一个概型， ﻿。一个亏格 ﻿ 的稳定曲线 over ﻿ 是一个真平坦态射 

﻿，其几何纤维 ﻿ 满足：

条件(i)： ﻿ 只有通常双点（ordinary double points）作为奇点

条件(ii)：如果 ﻿ 是 ﻿ 的一个非奇异有理分量（亏格0），则 ﻿ 与其他分量的交
点多于2个

条件(iii)： ﻿（亏格条件）

关键性质：

自同构群有限

构成模空间 ﻿ 的点的几何对象

允许节点和标记点，用于紧化模空间

1.2 稳定图 (Stable Graphs)
定义：一个类型为 $(G,N)$ 的稳定图是一个着色无向多重图 $\mathcal{G} = 
(V,E)$，满足：

graph LR
    A[稳定图] --> B[顶点 V]
    A --> C[边 E]
    B --> D[颜色: g_v, n_v]
    B --> E[亏格和标记点数]
    C --> F[表示节点]
    C --> G[Legs: 标记点]

S g ≥ 2 g S

π : C → S C ​s

C ​s

E C ​s E

dimH (O ​) =1
Cs

g

​M g,n
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1. 每个顶点 ﻿ 有颜色 ﻿

2. ﻿ 连通

3. 总亏格： ﻿

4. 总标记点数： ﻿

5. 稳定性条件：对每个 ﻿ 的顶点 ﻿，有 ﻿.

关于稳定图的定义（取自 STEFANO MAGGIOLO AND NICOLA PAGANI 的 
Generating stable modular graphs）

一个稳定图相当于一个稳定曲线的缩影，或者说是一系列相似构造的稳定曲线的缩

影，将 irreducible component 分离出来，将他们之间连接的奇异点标记成边，将它
们上面的标记点视作连接到外界的 Legs （可以认为是只有一半的边，另一半待连接）

稳定曲线 → 稳定图
不可约分量 → 顶点
节点 → 边

标记点 → 外部边（Legs）

v (g ​,n ​)v v

Γ

​ g ​ +∑v∈V v ∣E∣ − (∣V ∣ − 1) = G

​n ​ =∑v∈V v N

g ​ =v 0 v deg v + n ​ ≥v 3
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关于一个稳定图如何对应到一个稳定曲线：

（Deligne & Mumford 的 The irreducibility of the space of curves of given 
genus）

比如说

对于稳定图，我们有如下优美的理论：

引理 1.16：如果 ﻿ 在 ﻿ 上诱导恒等映射，则 ﻿ 是恒等映射。

推论：稳定图的自同构与曲线的自同构一一对应 ⇒ 稳定图是稳定曲线的"组合缩影"。

φ Γ φ

稳定图分层 3



Lemma 1.15

补充说明：如下引理需要先确保 ﻿ 在 ﻿ 上诱导恒同映射。

引理 1.15：如果 ﻿ 是不可约的，且 ﻿ 在 ﻿ 上诱导恒同映射，则 ﻿ 是恒等
映射。

证明思路：

考虑正规化 ﻿

分析不同亏格情况：

亏格 ﻿：用引理1.14

亏格 ﻿：平移固定点 ⇒ 恒等

射影直线：固定至少3点 ⇒ 恒等

这意味着我们对稳定图进行的自同构操作和在曲线上进行自同构操作是一一对应的。

我们几乎可以将稳定图视作一个stable curve 的缩略图。

φ Pic X0

X φ Pic X0 φ

X ′

≥ 2

= 1
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商映射

定义：设 ﻿ 是稳定图， ﻿ 是 ﻿ 的商图，且外部边在投影 ﻿ 中不被收
缩。则 ﻿ 有自然稳定图结构：

外部顶点： ﻿ 下 ﻿ 的外部顶点的像

顶点亏格： ﻿

记为 ﻿.

命题 3.5：对任何稳定图 ，存在唯一稳定商 ﻿，使得：

 中没有两个亏格0顶点被边连接

﻿ 只收缩亏格0顶点之间的边

和图的商映射定义相差无几，但是增加了对于亏格的传递，即

（Tosteson）

证明思路，

考虑那些亏格为0的点构成的子图，以及这个子图的最小生成树。

考虑商映射将最小生成树变成一个点。

而所有只删了最小生成树的商之间都是同构的

﻿ 所有亏格g的有n个标记点的稳定图

﻿ 所有亏格g的有n个标记点的稳定图中没有任意两个亏格为0的点相连的稳定
图

G G′ G π : G → G′

G′

π G

g(w) = dimH (π (G)) +1 −1
​ g(v)∑v∈π (w)−1

G >′ G

G ≥G G

G

←G G

g(w) = dimH (π (G)) +1 −1
​g(v)

v∈π (w)1

∑

Stab(g,n)

Q(g,n)
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按照自然的想法， 我们有 ﻿, 即逐一收缩那些连接两
个亏格为0的点的那些边。

但是这个映射并不会保我们最自然的子图

考虑如下的偏序

如果删去连接亏格0的边，那么不会变化，如果删去如下三种边，那么就会得到严格大 
﻿.

Stratification
定义 3.4：概型 ﻿ 由偏序集 ﻿ 的分层是指一簇闭子概型 ﻿（ ﻿），满
足：

如果 ﻿，则 ﻿

Stab(g,n) → Q(g,n);H ↦ H

s(J) < s(J )′

X P Z(p) ⊆ X p ∈ P

p ≤ q Z(p) ⊂ Z(q)
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层： ﻿

应用到模空间：

﻿

﻿ 或 ﻿

﻿

﻿

这样是一个stratification.

关于为什么这样构造出来的作用是良定义的，其实源自一个过去已经确认的事实，

﻿ 是单点集。

S(p) := Z(p) − ​Z(q)⋃q<p

X = ​M ​g,n

P = (Stab(g,n), ≤ ​Q) P = (Q(g,n), quotient)

Z(G) := ​ M ​⋃J∈Stab(g,n),J≤ ​GQ J

S(G) = Z(G) − ​Z(H)⋃H∈Q(g,n),H<G

M ​0,3
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相应的，也就有在稳定图上的一系列作用：
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（ ﻿ 究竟是如何作用在 ﻿ 和 ﻿ 上的？这个spectral sequences本质上究
竟说明了一件什么事？）

BTop S(G) (G)S
~
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